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I1 est généralement admis a 1'heure actuellg’.(en France et ailleurs)
que le plus important traité de mathématique contemporain est signé d'un now
de fantaisie, pis m&me hérité d'une plaisanterie de normaliens. Ce fut & 1'o-
rigine celuil d'un grand et fictif mathématicien suédois qui honorait 1'Eccle
ormale de sa visite et disait se nommer Nicolas Bourbaki. J'ignor?/’s%’é
cette époque lointaine, les dits jeunes gens avaient ddji envisagé la rédac-
tion de leur traité, inspiré per le désir de fonder rigoureusement la mathé-
matioue (moderne - aussi bieh qu'ancienne), en tout cas le pseudonyme se
trouvait pre&. Pourquol Bourbaki ? Parcefjue ces jeunes gens se proposaient
d'introduire en France des méthodes demeurées le privildge de 1'étranger ?

Peut-8tre faut-il voir dans ce but (patriotique)} la rasison du choix de ce paeu-

alluit au désastre. Le brave général Bourbeki devait la tirer de 13,

Les grandes dfcouvertes mathérztiques "contemporaines® (entre

guillemi#ts) conmues a ce jour du grand public trds cultivé sont les géomu-
tries non euclidiernes, les espaces & plusieurs dimensions (confondus souvent
avec les précédentes), 1'existence d'une “logistique"j;értes ridiculisable -
bref ce qu'on trouve chez Henri Foincaré. On sait tout de méme qu'il y a

une théorie des ensembles {qui date des anndes 1875) et une théorie des

groupes (gui remonte su début du XIX° sidcle), cette dernidre avantageuse-
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rent en raison de ltexistence treplque, bouleversante et romantique

dtun jeune mathématicien qui 1'utilisa de fugon génitale. On ignore, par
contre, qu'il y a & peu prés sutent de différence entre la mathéuatique
contemporeine et lu mathématique de 1'époque de Poinceré (a sea débuts)
qu'entre celle-ci et la mathématique grecque. A vrai dire,on commence 4 le
savoir ; des efforts sont fuits pour "moderniser” l'enseisnewent § J'y
reviendrai plus loin. Quant & initier les vieux, ce sera assez difficile j
un ben mathématicien qul a terminé ses études vers 1930 et qui n'a pas
ruivi le développement des mathématiques modernes, est encore plus déroutd
en ouvrznt le traité de Bourbzki que quelqu'un qui n'y connalt rien., Des
hebitudes mentules sont prises et 1l ezt difficile de s'en dégager; le
" gquelqutun qui n'y conndit rien " a plus de chances de s'y retrouver. la
raison de ce phénomdéne est elle-m8mne double : 1'abstraction méne & considé-
rer des structures extr8mement sinmples qui seraient cellesqmémes de 1'es~
prit humain (d'aprés Plazet) et qui doivent donc étre‘accessibles a tout
esprit nondprévenu ; un enfant (non complexé) prend intuitivement et immé-
diatement contact avec les notions d'enserble, de réunion, d'intersection,
d'ordre,letc.{)Qu'est-ce qui fait la difficulté de lecture du traité de
Bourvaki pour un mathématicien des années 30 ? C'est qu'il cherche & voir,
laforer g motvnns
lui, pourquei les mathématiciens ont éié amends & dempabeduracidemes qui
lui persissent parfaitement inutiles, pour ne pas dire saugrenues, lul
qui est habitué au "concret" des fonctions continues gentiment dérivables
ou des fonctions analytiquea d'une varighla_gomplexe. Pour qui a découvert
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la théorie des groupes de substitution dana Serret (ou hé&re dans Varriest),

le visage qu'elle prend dans Bourbaki (en partie refoulée dans les exercices )
m;g\\\l\) peut au premier abord déconcerter, Une fois qu'on a compris la
nouvelle présentation, on peut se demznder en pensant aux norrinitiés 3

" Que peu.t-dn Y comprendre, si on ne sait pas déja de guol il s'agit ? *

Eilenberg et Steenrod par exemple, dans les Foundations of

Alpebraic Topology (1952) qui donnent une exiomisation d'une théorie chire
& bon nonbre de ﬂourbaldstes {quoique szlm traité n'en parle pas encore),

écrivent dans 184§ préface : " Aucune reison n'est donnée des axiomes. On
r demande au débutent de les prendre tels quéls — comme articles de fol =

® jusqu'd la fin du chapitre III. Ce ne doit pus &tre difficile, car la

plupart de ces axiomes sont naturels, et leur ensemble vogsede une beaute

Utilité future, beauté interne :

doivent éviter au débutant les inquiétudes quant au c_hoix de tel axione
plutét aque de tel autre. Utilité, beauté, umm les deux
caractires de ls mathématique, ceux qui la rapnrochent de l'art et l'en
différencie:i:Une théorie mathématique vivante (et vraie en soi - mais c'est
une autre histoire) est & la fois belle et utile. Et ceci sans qu'il y

alt contradiction entre ces deux aspects. Une "demande" de la physique

emdne parfois la naissance de théories caillouteuses, le praticien est”
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pressé ; le mathématicien fignole ensuite son travail et la route raboteuse
devient la belle autostrade sur laguclle le praticien roule sans difficul-
tés. Le physicien tzille son chemin & la serpe, & la pelle, & la ploche.
Les mathématiciens trouvent le sentier intéressant, 1'amdinagent, 35i le
rvhysiclen a besoin que son chemin soit plus large ou aille plus loin, 1l
mathémati€ien arrive avec son boule-doseur. Puis il perfectionne, et

ainci de suite. Parfois méme il trace une route qui traverse une région

ol le physicien ne se sent pos le besoin d'aller ; puis vient un temps ol
le dit physicien éprouve le besoin de voir un peu de/%%fé—lé et i1 se ri-
jouit de trouver la route préte.

Si la base du traité de mathématisue de Bourbaki, en est nu
maximum axiomatique (et nous verrons plus loin ce qu'il faut entendre par
lé]&hles développements se font en fonction du "concret" & ctteindre,
c'est-a-dire d'une part des desiderata de la physiqua, d'autre part des
problémes “"vivants" (je dirai presque " la mode") pour les mathématiciens
d'aujourd'hui. Si le lecteur (préveru) trouve Bourbeki “abstrait" - trop
abstrait - c'est parce qu'il ne sait peut-8tre pcs ce qui demande la

physique, ses besoins : quelle ch-nce pour Kerler nue la théirie des coni-

wh, Et—rr=—rm Autre W«,’/&_

CAALU¥ . . R . -
Wanajney P.A. I-la.c-l-Ia.h(’m, mathématicien anglais, écossais méne (1854-1929)

b tHisre .
gtk élaboré, dasr W des reftangles 1at1ns§) par godt du pars—

doxe et 4éfi a 1'utilitarisme ; il la jugeait & tout jamais stérile et
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inutile. Fe—sepi ou couber—er i ATERST L CoRToert T :

EﬁZiEHC$§T La physique & besoin de notions extréuement abstrcites. le phy~ '
p

sicien peut méme €laborer une notion contradictoelre comme %? fonction d

')
de Dirac. Absurde, cette fonction , hulle pour toute valeur de la

v e ———

varizcble mais dont 1'indégrale est dgale & 1 lorsque la variable tend vers O.

Or, on se sert de cette fonction, elle est mére fort utile en dlectricits,

11 y a 1% un "probléme" - résolu yar Laurent Schwartz avec sa theorie des
gistributions - théorie abstraite, axiomatique (suraxiomatisée maintensnt)
et qui permet de fonder rationnellement la théorie de cette pseudo-foncticn

e G v ~
et permet wyrsi £ﬁ physicien ¢e 1'utiliser sans fausse honte.

Ia lecture des Eléments’dit le prospectus, "ne supp

‘principe, aucune connzissance methématioue particulidre, mais seulement
une certaine habitude du raisonnement mathéﬁatique et un certain pouvoir
bd'abstraction ", Katurellement, il ne faut pas prendre cetle phrase trop au
pied de 1= lettre ; et le "certain" peut &tre qualifié de litote. Dans un
autre passage de ses Elémgnts, Bourbaki dit qu'il s'adresse avx gens qui ,
sevent au moins 1iré?§%:g§%§€er. Effect£Vement. Tout livre,(Qc'est pourguol

la lecture est en un sens liherééizizﬁgst pas comme la musique)l vous

offre la possibilité de le refermer. liais, dira-t-on, si Bourbaki ne s'a-

dresse ni aux vieux mathématiclens enfoncés dans leurs habitudes ni aux

{

lecteurs trop dépourvus, & qui s'adresse-t-i1 ? Eh bien, principalement,

aux jeunes qui ont une bome formation mathémalique - et qui ont 1'esprit

“ouvert". Un phéhoméne remarouable se produit alors : ils rejoignent rapi=-
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dement et dépassent des maftres qui ont eu du mal & sortir de 1'orniére
des mathématiques francaises "classiques™ et un peu sclérosées de 1'aprés-
guerre de 14-18 (lanuelle détruisit un nombre appréciable de jeunes mathé-
maticiens).

11 ne feut pas croire d'ailleurs que, merveille génétique,

L,
Bourbaki se soit enpgendré lui-méme. Son pere mémef\;eut/%' nomnh. c'est
Emmr A’:;'!l'fuuv FEX]

Hilbert, et il eut comme nourriced, entre autres,
qa,téﬁ"pnﬁéins 1E:{;..a‘ta;::i.lma-rt’c tous mﬁ;&ﬁgma étrangers.
Poincaré a joué un mauvais tour a2 la watheme
losophie” franqaisab en raillant le -rznd Péano et sa définition "logisti-
que" (comme on disait alors) du zéro (aussi Bourbaki l'a-t-il reprise’ -
sous sa forme actuelle). Son autorité a détourné les mathématiciens fran-

cais des recherches logiques — tout le développement de la logigue moderne

s'est feit & 1'étranger (& l'exception d'Herbrand,mort jeune); et nui pis

oo

esf%ié l'axiomatique. Or c'était 14 que se trouvait la source vivifiunte

de la mathématique, ¢'était m&me un retour sux sources grecques, et c'ctait
Hilbert qui dispensait cette eau thérapeufique et rajeunissante. La mathé-
matique frangaise s'est trouvée et par le fait de la guerre de 14-18fpar
l'influGSEZ?ggu%g;;caré, en pleine crise gérontique. Un peu de retard,

et voilhd que le returd slaccroft : matrématique, il suit une courbe expo-
n.ntielle. D'autre part, c'est un lieu commun que l2 mathématique est une
science de "jeunes", c'est autour de 20-25 ans que lz mathématique "fait®

v Lone 4 p
son oeuvre (admettons-le M) Vers les annédes 30, quelques

':'-b'
;b'

N
)

]
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jeunes mathématiciens ont pris conscience du retard pris par les mathéua-
tiques frangalses non seulement dans 1'enseignement (11 ne cesse de 1'&tre
que depuis peu) meis encore dans la recherche;, @t ils crédrent Bourbaki; €t
depuis Wjﬁ, trois frangais ont eu la médaille Field, sorte deu
prix Nobel des mathématiques, Schwariz, Serre et Thom.

Bon, trds bien,dira-t-on, votre BDourbaki ,qui dev:it avoir 2@ ans

vers les annces 30, en a mintenant. I1 & nécessairement vieilli, votrc

fictif mathématicien, il doit avoir pris du retard. Bourbaki

n'a pas vieilli rarce gu'il ne peut was vieillir.
Bourb:ukiy est une collectivité gui se renouvelle px coontation.
11 a été ddeidé que les bourbskistes dépassant l: cinquantaine ne foni plur
partie du groupe sinon & titre consultatif et vénéré, Comment travaillent les
ﬁourbakistes ? On dit que... une rumeur veut aue... l'un d'entre eux {ir
}é)ﬁ/au/fyi’}za)yﬁ]wf}’soit chargé de la rédaction d'un fascicule. Cettle
premidre mouture est envoyée aux différents Bourbaki qui se réunissent
ensuite en g)ngrés ; on examine &figyd cette premidre rédaction, on la cri-
tigue : en général il n'en reste rien. t ainsi de suite, jusqu'a ca que
ces riens intéprés donnent un ensemhle non vide de théorsmes, propositionms,
scholies et, éventuellement, aviomes tous nuls & 1'exception d'un nombra
fini. feaAarmET/ Jos exercicesl ﬁigfjit desquels il y eura lieu de
faire quelques remarques,etl H:as notes historiques nui damandent une consi-

dération spéciale.

I1 sera peut-8tre éclairant de commencer par les remarques qMM
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wrbewnar les exercices. On y trouvera en effet proposéss & la sagacité

()
lk)

des lectours des théoremes qu'autrefois on considérait comme, non seulerent

difficiles,mais importants. les exemples abondent 3 ainsi 1'€xercice 1,

paragraphe 3,4u chapitre V de 1'Alrbre demande de ™ prouver que 1'ensenble

Y des nombres transcendants sur Q (1'ensemble des nombres rationnels) & la

puissance du continy&;tf fu encore les exercices du paragraphe 1 du cha=-

un ouvrage sur la théorie des nombres j ou ceux
]

du chepitre III du livre T qui “exécutent“isi j'ose dife

pitre VII correspondant &

es orginaux

transfinis.

Qu'est-ce b dire ? Comment expliquer que ce {ue fut théoreme

t -‘u-v‘rf‘-
important soit devenu simple exercice %2 Faut-il suppossr lﬂiuathématicien

triwbis s
actuel plus intelligent que takd dlautrefois 2 11 y 2 1 1'aboutissement

d'un processus courant dans l'histoire des mathématiques. la démonstration

d'un théoréme nouveau est parfols extrémement erdue, compliquée, “involved",

et pour tout dire nchinoise" ; puis on la simplifie ; puis le théoréme entre

dans l'enseignement ; {1 devient courant j ses simplifications en rendent

WJ
son usage facile } enfin, s'il n'est pas E%eon&ieaﬁ s'il n'est pas non plus

nécessaire au "style" actuel, aux développements a venir, il tombe au rang

d'exercice. I1 y a des exceptions & des ghéoremes qui restent touiours

difficiles, des théordmes qui restent toujours essentiels.

Daps les arithmétigues anciennes, pour prendre un exenple

simple, un chapitre était consacré a 1'addition des toises, un sutre 2

Y
1taddition des sols, un autre b 1'addition des onces, etﬁéﬂ;;uls quelques

EE XS3opner ,
twh#k’ 'UM’\A; g by Chedtnd t.\tH.i.";LnC’ ['n-.(_“ ot~ Pum ’{(""‘ G w\.‘LL
et abygbimminr Limhndrvf, N¢ C»WMIJW; ML ol o [ %2 Y B

‘i‘t-wnk}\]'l:m G\, er"M\\li ;‘t ' 'C‘-G%‘{h.m| gl-s ).D';w "
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and i &
grands esprits en ces temps-la parvenaient 4 1'abstrection de 1'addition

d' b AR
objets quelconques. iaintenant on exige (et on obtient en général) cette

-

———

abstraction d'enfants de huit ans,

Plus récemment, on étudisit longuement les prapriétés de

' 33
l 6111})89 (apres celles du CGI‘CIG’hiEII aﬁr), puia de la Parabole p‘uia d
» L]

1'hyperbole. Pyis est venu le moment ou 1'on a étudié globalement, simul-
tandment, les coniques ; et les théorémes particuliers (dépendant de théo-
rémes généraux) relatifs a l'ellipse, & la parabole, ete., sont tombés eux
dussi au rang de simples exercices.

///t-———*'"“"'—:LiZEE:Z&us;“___- . R _

la seule concession que fasse Bourba

gonsidérations

Po L
ﬂj stiques, ce sont ses notes historioues qui vienrent d'8fre recugillies

$ai
en un volume séparé,ﬂﬁléments {touiours) d'Histoire des H@tﬁématiuquf.
T /

Yoanuy Ade Llecteur "nalf® (211 existe, et i1 n'y en sura plus d'ici quelques

années), on ne peut que conseiller de commencer par li. S'il est effrayé

par 1'ebstraction, il y verra ces orizines concrdtes ; s'il ne sait trop

se référer & des exposés plus “classiques®.

i\.\k »tvju'
C'est ainsi aue le fascicule Formes sesguilinéaires et quadratiques,liquide

il
en nquelque sorte la géoméirie "élémentaire“bfqﬁl n'ap:ardﬁt plus que comme
v Ut 4 e EI;)

de quoi il s'agit, il pourra

veux dire dans Bourbski, 1l s'agit bien)comme 1'indique le titri)d' “élémentst,

et ce mot doit &tre pris, comwe tout terme bourbakien, dans son sens fort

et exact (cum rrano palis). Entre eux — ces Eiéments - et les travaux
[

originaux de mathématique moderne, il y a encore un monde. Une bonna con-

naissance de Bourbaki ne permet pas d'gborder la lecture d'un mémoire de
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Serre ou de Crothendieck (méme ccmrt2 tenu de ce que leg ‘Cléments sont
encore incomplets). Tout eu plus cele rerrettrait d‘entr‘é‘voir trés vague-
rent de quoi il s'agit. Je ne dis pas ¢a pour pousser ou désespoir, mais
pour ercourager i la mathématique continue & avuncer 4 grund train, et
Bourbeli sﬁ les bottes de sert lieues que quiconque doit chausser <'il
veut le rattraper (le trnin)% (s)-

Pour le moment g part de 1télémentaire, tout d'zbord de la

lorique, puis de lz thiforie des ensenbles, ensvite sont eXT0BLES (tou-

jours de renidre aricnsticue) les deux structures fcndumentules,la ,'l’oyc-lo-

ie mindrale et 1'/A~ttre, eacuile on pasce & des structurss pluc
L L) (%) ?

complexes‘.:ﬂspaces vectoriels torolorinues, /‘nnctiom de variszbles réellys,

. “
. DV ke LA Al s e L
fntegration. La deuritme partie sgzhmmbz&b&e ﬂ rthre Zum—

s WA wa £47_,

mutstive. Le dernier fascicule paru concertant lged{l tbres de Jie n'a

pas de place encore merjuée dans 1'ensemble.

La précision des dénominations étant uae €D ion essznticlle

de 1'avoncerent de toute science et les vocables d'usage courant s'avérant

en nombre insuffisant pour la demande, les savrnts se voient oblirés de
forger des termes nouveaux. la leppgue frangzise est rerticulitrenent peu
vropre & eunfanter de nouvesux mots et des dérivés velebles (-ui & jJamais

pu en tirer de gzu ou de feu sans o, recourir au latin ou su grec}).

1) SAaiuERa T v a des doraines trés vivents de la matnématique

actuelle que Bourbaki laisse (provisoirement ?) en deliors de ses préoc-
cupations, par exemple les "mathématiques finies", et aussi la fhéorie
des fonctions récgsives qui joue un r8le de plus en plus important en
métamathénatique et en logique WW

& L

[~

IN3D
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Une bonne connaissance de cette dernigre langue est nécessaire dans les
sciences naturelles., la physique et la chirie ont la ressource des voca-
bles artisonaux et industriels plus ou moins décuntés. les mathézaticiens
ont en générel avec bonhicur utilisé les ressources du frangais commun ot
Bourbaki se montre sur ce point d'un tempérament fort cocardier. En dehors
d%%ﬁ:rphismé'(fils décapité des homo-, hgmeo-, igo-, etc. morphismes —
inventions, je crois, gerwaniques), et de “jections"(biw, in-, sur-, etc)
latinisantes, l'astuce a ¢té d'employer des mots d'usage courant, en leur
donnent une définition précise et,évidemment, tout autre. Ainsijen dshors
3 e w

des matrices pre-bourbakistes, on voit fledwir les tonneazux, les socles,
les germes, les clens, les boules, les pavés, les filtres, les carapaces,
et j'en passe. Seuls les treillis répugnent & Bpgubaki suxquels il pré-

fetre les ensembles réticulés ; "treillis" lui parpdd peut-&tre trop

"ceserne".
Aussi certaines phrases (avec ces mots) dommedi-elles parfois
a4 sourire 4 cause de leurs implications quotidiennes. Je ne pense pas
qu'il y ait 1& une manifestation particulidre de 1'humour de Bourbaki,
humour dont on parle. Cbxigs.ilcpie le nom de Nicolas Bourbaki guw 444 e~

%ﬁuws‘lﬂyﬂf§“Jx?b . 11y g;zgé‘feuilles volontes intitulées "mode d'emploi" comme

s'il a'agissait d'un produit quelconque. Humour encore dans un ouvraje

de cet‘ordre, Je veux dire}'demandant quelque conbention d'esprit, Qe

signaler tout d'un t;oup commne moyer;;?%notechnique que le signe V rappelle

{'h&kJ*&u.mot "union®, Humour encore, dans les exemples, de citer presque tou-
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joura et presque exclusivement l'enserble vide. Humour encore, de re-

lever le gnnt jeté pour Henri Polncaré en d

appelle "ensemble vide" (ﬁ] (p. 67, fusc. IVII o Ensexbles II);j

(-“ i; critique,souvent.injuste, de H. Poincaré en particulier, porta un
coup sensible & 1'école de Peano et fit obstacle 4 la diffusion dec ses

doctrines dans le monde mathématique " ( Eléuents glgisggjre dgﬁfyéﬁhé-

metiques p. 21). L‘:Im"' v o t'ww E frmcinn
211ques

Une réforme n'est pes faite per les mollzssons. les sciences,
gonflées de faits, ont constamment besoin de dégraissage (exemple : la
chimie). llais combien d'habitudes i1 faut combattre ! Aussi est-il né-

cessaire qu'il n'y ait pas de concessions et c'est ce que Bourbaki a

fort bien compris eu risque du paradoxe et

e
persuadé que la déthéance de la "géonétrie”
m‘ * '
{p. 196 du chapitréli?} lorsqu'on est persuadé que la “mine est tarief

que ce “chapitre de la théorie des groupes,. et des invariants peutsdtre

considéré comme clos jusqu'ia nouvel ordre"

un sort & ces "théordmes" de la géométrie euclidienne qui fivent scuf=-

frir bien des écoliers, que ljon peut débobiner & 1l'infini et qui ne

font plus la joie que des amateurs‘(‘t}(().

»/—__,’__/JM

i @

A G cntfe alEkion, O [put” rufpyinen o AL I -Qvf»‘f}m

hp}hfctﬂwdﬂ}*Jd L&N&& ﬁ“.ov-?y.mvu}vydt ctu,

onuent 1'assemblage que l'on

de 1'humour. Lorsqu’on est

, déchéance "inéluctable"

(p. 196; on ne va pas faire
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5i 1'homothétie apparalt & la page 2 du chapitre II/de 1'115’@1) i\v{-

1a droite (homogdne) pace 38, la nbton de paralliles n'apparaft que

ST eyl LU L LS L ul lui—meme Il u rait
= ______Jg ppa

que dans la seconde édition de ce chapitre,

page 127,

— —

de 1'appendice II (éf){ A2t), le théordrme du quadrilatére complet dans 1lap-
pendice III ex:.‘ﬁl (pasz.-. 144),et le théorétme de Desargues dans 1'exs™ (41-!7

sk 145) ; quant aux involutions, aux symétries et aux similitudes, on ne

les découvre que dans le chaptirefl{ toujours de 1'Alstbre) pages 25, 97 et 6
respectivesent,et enfin le thiéoreme de Pythagore page 100 comne conscquence
dtune définition du chapitre II,appendice II, d'une autre définition (celle

\w\ hawvt

de nro"ecteur)ol au paragraphe 1 du cha pltre\&ﬂ et de l'identité, page 18 du
méne fascicule relative sux applications sesquilinéaires. Un esprit chazrin
pourrzit trouver que le pont aux &nes est une passerelle sur un ru ; mais
non,c'est devenu le pont de Tancarville ! car notre théoreme enjambe non

plus seulemnent l'esp idien défini sur le corps des réels mais encore

bien d'autres. ennnha e iil‘\ﬂ ,‘wl'ﬁ Fvw—-.! Iﬁar{m‘&\dqg, ler\Mn\hqm‘?y-«ﬂ fw; .
e Pt -
EEL{{‘W les deblacements p. 101, les conigues dans les

- i
exv¥23 et 25, les rotations p. 152, 1l'ungle de deux droites page 165, l'an-

gle droit page 170, les fonctions trigonométriques page 171._%

le parallélogramme dans ltexild ¢ 4
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%%%&%&'&e cercle unite dens l'ex*s‘ 2 du chapitre 10,

drare 1757,1& sphére dans 1'ex?¢¥2 {page 179), 1a ruissance 3'un point par

rapport & une sphire Wﬂ} 1'inversion {nare 1807, z “ﬂ

Tout ceci est particuliirement significatif exenpluire et Jan»

peibreaiddve, la géométrie élémentaire étant en géndral chose assez connue

*

?

c'est pourquol je me suis attardé sur cette question.

—————

% Z

Quelle sont les raisons de l'axiomatisation ? Voici ce que disent

par exemple Eilenberg et Steenrod dans leurs ¢ Foundations of Alsebraic

" Le bénéfice principal d'un traiidmeat @x omatique tient surtout
' & la simplification qu'elle apporte dans la démonstration des théordmes.
' Les démonstrations bésdes directement sur les axiomes sont généralement

simples et "conceptuelles" (satisfaisantes pour la raison). I1 n'est plus

nécesseire qu'une démonstration soit alourdie var la lourde machinerie

[,,ql.u4‘*3¢«3.
ytilisée pour définir les groupes d'homologiel On r'e plGs Desoin de se

demander & la fin d'une démonstration : est-ce qu'elle tient encore

7
avec une autre théorie de l'homologie™® ‘[%ar il y en & plusieurs]-Quand

on a démontré qu'une théorie de l'homologie satisfait aux axiomes, on

' peut se passer de la "machinerie", de sa construction. Les axiomatisa-

tions réussies ont toujours conduit & de nouvelles techniques de la dé-

monstration et & un nouveau langage correspondqnt-"./:T—_hhh‘—

e ——— ——r
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le chapttre VI dc 1'Al-tbre, les notions d'élément €tranger, d'él ‘ment

extrfne, etc. ; le lecteur réticent n'en voit pas "1'utilité" et, suivant

les usages de l'exposé axiomatique, on ne lc prévient pos de la gendse et
de 1la nécessité de ces distinctions. {n en découvre l'intérét (et 1'on

admire la nulssance de la méthodem&m lorsqu'ton trcuve dans le

chapitre VII, puragraphe |, n® 4 et 5, proposition 6, que cela perwet de

donner une double (et p.-.ralléle) déaonstration, et de 1'infinité des noubres

corps K.

On comprend alors que la notlen de divicibilit?, ncar s'copliquer

% tous les (ou au meximum de) "ces" m Al ftre génirnlisde et que c'est
dens le cadre de la théorie des groupes ordonnés (et rdticuléds) qu'elle
peut 1'&tre el s'appliquer alors non plus seulerent aux novbres réels,
mais aussi aux ensembles d'élémenfs quelconques qui peuvent prendre la
dite structure.

Paralltlement, on a développé une théorie des équations dont les
coefficients ne sont plus nécessairement pris dans le corps des ratiomnels.

De méme maintes soi-disant prétendues subtilités gleyetéa¥ de
la topologie préparent une théorie des fonctions qui s‘appliqueﬁznon

seulement aux nombres réels (cf. le livre IV) ou complexes, mals encore

atsd, gy sl () a}(m‘éawg,m;g
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Ce qu'on perd en "intuition" on le ggne en efficacité. A ce
propos je citerai volontiers Caillois, parlant non pas de rathématiques rais

de sciences expirimentales =« (page 17 de Eéduse et Cie). Pour le savant

- contreirement au naIf plein de bon sens qui classeralt ensenble tous les

animaux 4 quaetre pattes ysr exemple - "la_vraie tiche consiste mi-montwire

hemmame, SRS S “eqt

' & détenminer des correspondsnces souterraines, invisibles, inimzginables

e e —

" pour le profane... Ces rapportis inédits =rticulent, su contraire, des

——

' phénonines qui paraissent d'ebord n'avoir rien de commun... Des solutions
) 1
" hétérogines dissimulent efficacement 4 1'investigation nafve les démar-
o R
' ches disparates d'une éconouie profonde dont le principe tependant, deinsure

h partout identique & lui-méme. C'est lui qu'il importe de découvrira “.

[ —— —— s —an i mew -

Naivement, par exemple, les avales sont plus proches parenis des

coniques, la classification algébrique des courbes - & cela s'anplique
trés précisément la phrase de Caillois. 11 est vrai au'il s'ezit 14 d'une
géométrie considérée un peu comme science naturelle et clasdificatoire.
Plus loin (psge 39), Caillois, aprés avoir rappelé que la station
debout et la main (au lieu du sabot ou de lo griffe) présentent primitive-

ment des inconvénients, écrit : " Tout se passe comme si 1thomme, chaque
— e — Lne, T 23Vt

‘gyazew np eoe|d ‘ejediounid enbjyiongid ‘NYININO ANOWAVYH NOILYINIWNDO0A 30 3JHINID

W fois, "cholsissait" une solution qui lui nuit dans l'immédiat, mais qui

- T—— e . —— —
—— - —n— r— t — - — -

- S e e p———d

Ylui ménage bientBt un surcroit de pouvoirst."{Céfte phrese s'applique stric-

C e ———

tement & 1'axiomatisation(ﬁ) (-

En apcherchant 3 abstraire su maxim@m épaticien se prive

de la sacro—sainte intuition. Il semble parti dans la lune, on se perd en

;— ({) é{wl “Wu%t qu.‘_ ‘\“ EM&;;-L X\\/ t'o"\“ tjt}.u.. (LLP-{LL'-M-@-II I.d-!'J
Goegs bE o Wb [srmonuns & i e & wsgat)i o The edifuet o pgend S Hlo
Y g, hodron dividials -
wﬁw“h—m‘”m ¢ 2 v)l(t!. 1uu:l*k/\nf~t-¢m.~r M R )
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conjectures sur le pourquoi des définitions (voir plus haut), il semble

qu'on s'égure dans les nuéesa.Par exemple, certuines théoriqg de 1'homologie
ne permettent plus de calculer les groupes d'homologie. Lo%?qu'on a raffiné
1 théorie des fonctions d'une variable réelle, ete., il seﬁLlait que ces
raffinements sur la notion de continuité ne fussent que de la scolastique,

du cheveu coupé en quatrejetc. Hais les mathématiciens qui s'y livraient
avaient le "flair" — d'importants développements des applications des msthé-
matioues n'existent au's csuse de 1'abstraction ci-dessus désignée. Do

méme pour celui qui se limite 4 1'espace euclidien, & quoi bon distinguer les
espaces nomaux, sépards, réguliers, etc ? Tout cecl sera valable lorsqu'on
DAsSsera guX;espaces fonctionmels. I1 n'en est pas toujours ainsl d'ailleurs j
certains methématiciens mznquent de "flair” et abstraéggg;at dens un 8eng
Mmort". lieis il est vrai aussi gu'il est toujours Jdifficile d'assuter au'une
théorie mathématique ne "servira" jamais & rien. On & déja cité ici-méne

Jes exemples, We~luvthéords des coniques @u calcul &&ﬂkﬁziuaeluabawiﬁ
daq carrés lantins,

Certains esprits pensent qu'il faudrai
notions de la mathématique moderne en décrire l'oripine, kais Leibniz, dans
ses Nouveeux Fesais a dé€jd montré ce qu'avait d'illusoire ce «iinich pédago-

G y,rp-z rmag U-ch q,wa Bkl H'Lp&.u,u 7wt Chseny ;JMHL

gqueo — e ""1?' R BT wlaTo N W — — ' ot L Lt Y Txe U7 T —
L}

‘ - }{I‘&u‘u
A$resoRe T ST ta T 1A an=dq Caillois fefrmstimiima ey ¢

o ot
" In quelque sorte, 1'honme (at=tz::§§:§gal=ﬂ==e‘le mathématicien axlomatlsant)

4 ———————— 4 =t i v
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{ s'anpauvrit, il se dénude 4 1'extréne (n'est-ce pus 13 la qualite des

axiomes qui paraissent au precier sbord quasiment vidés de toute si mifi-

cation ?), mais pour acauérir vme plus prande diversité de conduites effi-

f caces {c'est bien le cas pour les conséquences déduites des axiomes). fn

‘ neme temps, il "évite" tout orgune trop spicialisé comme llaile et 1a
I
L

nereoire merveilleusement adavtés mais d'un seul usare. (Pour reprendre !

unt exemple déjh cité : la théorie de 1a divisivbilité des entiers, qui re

"fonctionne" plus dans d'autres corps de nombres). D ©n fuit, il faut par-
tir du plus général pour arriver sux résultats les plus fins - ¢'est-d-dirc

au "concret"ef oawy w}»‘r’«uhm

™

Ve

Quand on méne une grande affaire coune Bourbaki, il ne faut pas
gire seulement fort, il feut :ussi &tre souple. Les fascicule§¢ de 1la
théorie des fﬁsemhles (2 1'excaption du Fascicule de Résultats - qui parut

S13€mb ¢ desM L
le premier, daté de 1939, mais dont la justification de tirsge est du
A5 : s
peesser février 194q,¥et la couverture du 5)1 - parureht bien apres les
prexiets fascicules d'&lgé&xg et de Topologie, nuoinue la lecture de
ceux=-ci se fonde naturellement sur ceux-1a. Bourbaki anticipe aussi quel-
quefcis sur son programme, ces allusions 3 un état plus evancé de la mathé-

matique}? s'entourant dtastérisques. Enfin, 11 a publié des errata - parfois
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copicux. Avant d'avoir dirigé, moi-mére, unc entyclopédic, je ne me doutais
pas que l'erreur fdt aussi sournoise et wultiferne, Je faisals tout de
méme assez confiance aux cuvrages dits "de rifércnce". Je n'y sovals jumais
revarcué de coguilles, par eremple. Dapuis que j'ai dd lire ligne par ligne
o fpal St o I
une entreprise qui a, Quripwaatent ris comne sitne et label une coguille -
celle du ncutile =, j'en découvre maintensnt chez les aatres ! partout !
Duna les dictionnuires les plus chevromnés ! Lfme une chez Bourbuki, pourtint
fort attentif. Cumce jJe 1a lui aviis si_nalée, il me ri ondit ~ue c'était
par humour cu'il l'aveit leissée, pour distraire wn peu le lecteur au
passage. Au lieuw tjlensenble filtrant & geucle et & dreite", i1 ; a “ensenkble
A\M-l
flirtant i droite et h geuche". BLLzyENAIET £o& errota de Bourbski, on g
verra relevé%outra les coguilles, des fipures incorrectes ou des exercices
feur, certuincs finesses oublides dens une démenstratiosz, ete. Ce qui sorolt
s vt

étormuht, clest qu911 ;ﬂ}‘en ot pas 3 je dirai nfoe que c'est 1¥ un titre

e yloire, cette zutocritique, d'ailleurs & peu preés inévitablefet cette
modestie, pur sigme de l'esprit sc*ent1fioueagt;;‘des ouvrzges €lémentaires
qui ressassent des trucs erchi-connus {ce qui est 1i condaunable), il ¥ en
a chez les plus grands mathématiciens (plusieurs cuvrages ont €té consacres

3 ce sujet dont un notamment par un mathématicien belge, cuslaue peu excel-

trique, haxime Leczt)}. Je ne rappellerai gque celle qui se trouve au paregra-

phe 299 de ce monument du génie mathématique que sont les Recherches frith-
métiques de Gauss, erreur qui fie fut détectée quten 1621 par L. E. Dickson,

erreur “désastreuse",dit-on.
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Tout cecl n'empéche pas les Cléments de Bourboki d'étre un monu-
ment de rigueur. .les errata ne sont que véniels. Bourboki a’les dernitres
anndes, ddétail non négligeable, changé de fonnut/gg présentation. Celle-ci
s'est renouvelée, le nopler est d'une autre espice ; les exercices sont
réunis en fin de fascicule, etcjiiais il ne fout pas oublier le pire maté-
riel, si 1'on peut dire, de Bourbaki, ¥ savoir son premier éditeur Znrique

Freymann, homme singulier que j'ei 1'houneur d'evoir un peu connu, et

ausuel est dédié le fascicule 17 :

v O

e‘g copgefls de nrudencs
v

] oul lui venaient de toute part, Enrique Freymann déecid-it d'accueillir
]

" J1 v & hientdt vinrt ans, dédairnant

un suteur complétement incornu du public scientifioue.

Dédicace érue, Bourtaki a du coeur, comme il seit &tre gentil
avec son"fiddle adjudant" (préface & la seconie édition du fascicule II)q’fi/%l
I1 fait aussi des progks : por exemple dans le precier fascicule paru, celui

des Résultats de 1z Théorie des Pnserbles, on ne définissait 1a réunion 4!

une fanille d'ensembles qu'en supposant que ces ensexbles f%uﬂent des par-
ties d'un méme ensemble. Dans le fascicule XVII, vingt-cing ans plus tard,

le schéma 8 permet de définir la dite réunicn sans ce présunposé, Cela

—

est d'autant p1uériffEEEEEggj;que*j*avais—été:pzrilculiéremsni,frappe—per——-

e e

(i) A e () P ASJPVPNE P 51

Jh4ﬁ%t LY R AN A
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les progris se passent quelquefois dens 1l'errata. C'est ainsi
que la définition I, page 99,115{193 5 & 9{ concernant la somme d'une famille

d'ensembles, est remplacée dans un errata par une dffinition beaucoup plus

bourbakienne,
A ce propocs, on remarquera gue Bourbaki définit la réunion e

1'intersection d'une famille d'ensembles avant celles de deux ensembles.
Ceci est conforme au principe bourbakien de commencer par le plus geénéral.
Hais 11 s'agit du fascicule XVII ; dans le fascicule I, paru vingt-cing
ans prlus t8t, on définissait plus banalement d'ebord la réunion et 1l'inter-
section de deux ensembles. Il esi apssi intdresssnt de comparsr_ la défini-
tionde—la-somse—dans le-fascicule Résultats.avec celle gue 1'on trouve

- dans—Te TascicaleXVII-{complétd. par 1'errata), Unautre progrés i signaler
dnns Bourbaki, en passant du fascicule I au fascicule XVII, est celui concer-
nant 1'axiome du choix, Dans le fascicule I, l'axiome du ;?oix fait encore

_ . A
1'cbjet d'une mention expresse et il est exprimé sous cette forme : " 41

y & dauivalence entre
@ que?;ue s0it X, il existe y t&¥
get :
(Eé) il existe une application_? de E dans F telle que, pour taut_},
@’ on ait‘lit (M).))
[iﬂvﬁggeglors que "nous signalerons parfois que la démonstration de tel

£ héortme en dérend ou nony " (fascicule I pege 26).
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Dans le fascicule XVII {page 106), vingh cing ans plus tard, le

dit énoncé est i pou pria escamoté : chapitre II, peragraphe 5, n? 4, sur
I I

k)
jes produits pattiels, on s'apergoit quq 4Fon vient de le digérer, grice

4 un passage en petits caractéres : il existe en effet un enseuble dont

chaque €élément est un nreprésentant” de chaque membre d'une famille d'en-

sembles. 44 Intuitivement, on & donc Mchoisi" wn élément x, dans chacun

et des critires qui en gou-

' des X ; 1'introduction du signe loglaue =

vernent l'emplol nous & dispensé d'avoir & foruler un "cxiome de choix"

3
% pour léritimer cette opération~* 'L4-) 2
Dans un fascicule ultéricvr (le fascicule X71), dens 1a lote

nisterioue consacrés i la Théorie des Ensembles, ncus lirons qu'une des

principales innovations aprortées aprés les Princiria & la logique, eal

1'emploi du signe 7T ﬁpar Hilbert 6 qul 1'écrit différemmrnt d'ailleurs)

et qui, entre autres utilités, a celle de “"dispanser de formuler ltaxione

de choix dans la théorie des Z{nsembles; v (p. 81).
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L 1'occasion de la troisitme édition des quatre preriers cha-

pltres dé la Torolorie fénérale, qui prézente de nombreux amendenents et

additions trop techninues pour &tre signalée ici, nous constaterons deux
fults ¢ 1'un le succds matiriel et ¢ditorisl de cette entreprise jl'autru
agon influence et son gutorité qu'il n'est pas exagéré de nualifier de
mondiales‘}hxymint reste noir 1tenseignement, 31 de grends efforts sont
faits tant dans 1'enseignement supéricur que dens le seconduire et le
vrimaire, on est encore loin du compte. Bourbukl conzence 4 &tre mainte-
nant assez conmu dw nerand public”, nais 1la 1égende veut en faire un autenr
difficile et de son traitd 1'aboutissement ultime de le science methéua-
ticue actuelle. Qi'on se détrompe ; comne je 1'ai déja dit ci-dessus, il
faut prendre le mot Elémenis dans son Sens précis {peut-Btre y evait-il
quelque humour dans le choix de ce mot au départ) et ne »z3 croire quty
est inclus le dermier mot de la science. I1 y a d'ailleurs un sujet d'in-
quiétude : avant que les Eléments bourbakistes ne soient essimilés, la
pointe avancée de 1z recherche est déja bien loin. L'écart que Bourbaki
a essayé de Combler, entre le pédegogique et la recherche, ne semble pas
diminuer, au contreire j mais il n'y a peut-&tre pes 1% cependsnt un trop
grand drame per le feit que l'enserble de la pensée huaaine se bourbakise
et que, comme je 1'ai déja girnalé plus haut, les espriis Jeunes, de plus en
plus, trouvent "naturelles" des notions qui il y a trente ans,ne semblaient,
par leur gbstraction, accessibles qu'a de tres tres grosses tltes. A ce
sujet, Je citeral ce passage si: :nificatif de la preéface d'A. Grothendieck
@ﬁw“ S P S
Stady U:u"[v 2w vk a Qe hethEna e N hen ’Wu-f (jl'ﬁﬁf,v \,; Vit
Vltt,;{,”xl, xVit) & Gun Newe i,
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3 ses Eléments de féométrie Alpébrique, fascicule T @ J; lon—re des

échéﬂqﬁ. (Ici encore je ferai remerquer que le mot "eléments",bien oue

ne nasse pas, & l'heure actuelle, pourrdﬁ”;ectare aisle) @

" Nous croyons utile de prévenir les lecteurs que, tout comme les

" auteurs eux-mémes, ils auront sans doute quelque difficulté avant de

' g'accoutumer au langage dea schémas, et de se convaincre que les cons-—

" tpuctions havituelles que su:cire 1l'intuition géomctrique reuvent se

" transcrire, essentiellement d'une seule fagen raisonnable, dans ce lan-

" rage propre & l'exprimer avec toute la précisicn et la généralité voulues,

" En 1'occurence, la difficulté psychologique tient i la nccessité de

" transposer aux objets d'une catégorie déja assez différente de la caté-
" gorie des ensembles (i savoir la catégorie des préschémas, ou la cate-
" gorie des préschémas sur un préschéra donné) des notions familidres pour ¢

" ]es ensenbles : produits cartésiens, lois de groupe, d'anneau, de madule,

fibreés, fibrds principaux homogénes, etc.ﬁ; Il sera sans doute difflcile

' au mathématicien, duns l'avenir, de se dérober & ce nouvel effort d'ab-
' straction, peut-8tre sssez minime, soume toute, en comparaison de celui,

" fourni par nos pires, se familiarisant avec la T%éorie des Jhserbles, "

?Jm & e rehy

On ne saurait mieux dire,
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